
Az ideális Fermi-gáz termodinamikai mennyiségei
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Eötvös Loránd Tudományegyetem,
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2017. március

1. Néhány alapvető formula

1.1. Fermi-Dirac integrál:

fs(z) =
1

Γ(s)

∞̂

0

xs−1dx
1
z
ex + 1

. (1)

A fs(z) függvényt az irodalomban ismert polylogaritmus függvénnyel kifejezhetjük (Polylogarithm function):

fs(z) = −Lis(−z), ahol (2)

Lis(z) =
∞∑
k=1

zk

ks
= z +

z2

2s
+

z3

3s
+ . . . (3)

1.2. A fs(z) függvény:
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1. ábra. A fs(z) függvények.
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2. Termodinamikai mennyiségek hőmérsékletfüggése

Az alábbiakban az N részecskeszám rögźıtett. A számolások részletei hasonlóak, mint amelyeket a
Bose-gázra végeztünk az előadás jegyzetben az Appendix A-ban. A továbbiakban szűkségünk lesz a
hőmérséklet és a kémiai potenciál kapcsolatára:

T

TF

=

(
2/3

Γ(3/2)f3/2(z)

)2/3

, ahol z = eβµ és 0 ≤ z ≤ ∞. (4)

2.1. A kémiai potenciál hőmérsékletfüggése:

µ

kBTF

=
T

TF

ln(z), (5)

µköz ≈ EF

[
1− π2

12

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF, (6)

ahol EF = kBTF a Fermi-energia.
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2. ábra. A kémiai potenciál hőmérsékletfüggése.

2.2. Az energia hőmérsékletfüggése:

E(T ) =
3

2
NkBT

f5/2(z)

f3/2(z)
=

3

2
NkBTF

T

TF

f5/2(z)

f3/2(z)
, (7)

Eköz ≈
3

5
EF

[
1 +

5π2

12

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF. (8)
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3. ábra. Az energia hőmérsékletfüggése.

2.3. Az entrópia hőmérsékletfüggése:

S = E+pV−µN
T

= 5
3

E
T
−NkB ln z, innen kapjuk

S(T )

NkB
=

5

2

f5/2(z)

f3/2(z)
− ln(z), (9)

Sköz

NkB
≈ π2

2

T

TF

, ha T ≪ TF. (10)
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4. ábra. Az entrópia hőmérsékletfüggése.
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2.4. Állandó térfogaton vett fajhő hőmérsékletfüggése:

CV (T )

NkB
=

15

4

f5/2(z)

f3/2(z)
− 9

4

f3/2(z)

f1/2(z)
, (11)

CV (T ) ≈
π2

2
NkB

T

TF

, ha T ≪ TF. (12)
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5. ábra. Állandó térfogaton vett fajhő hőmérsékletfüggése.

2.5. Az állandó nyomáson vett fajhő hőmérsékletfüggése:

Cp(T )

NkB
=

25

4

[
f5/2(z)

]2
f1/2(z)[

f3/2(z)
]3 − 15

4

f5/2(z)

f3/2(z)
, (13)

Cp(T ) ≈
π2

2
NkB

T

TF

[
1 +

π2

3

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF. (14)

4



0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

t = T/TF

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Cp

NkB

Cp(T )

Cp,low(t) ≈
π2

2
t

Cp,high(t) ≈
5
2

(

1− t−3/2

2
√
2π

)

6. ábra. Állandó nyomáson vett fajhő hőmérsékletfüggése.

2.6.
Cp

CV
hőmérsékletfüggése:

Cp

CV

=
5

3

f5/2(z)f1/2(z)[
f3/2(z)

]2 , (15)

Cp

CV

≈ 1 +
π2

3

(
T

TF

)2

, ha T ≪ TF. (16)
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7. ábra. Cp

CV
hőmérsékletfüggése.

5



2.7. Adiabatikus kompresszibilitás hőmérsékletfüggése:

κS = − 1
V

∂V
∂p

∣∣∣
S,N

,

κS(T ) =
1

nkBTF

3f3/2(z)

5f5/2(z)

(
T

TF

)−1

(17)

κS(T ) ≈
3

2nkBTF

[
1− 5π2

12

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF. (18)

ahol n = N/V .
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8. ábra. Adiabatikus kompresszibilitás hőmérsékletfüggése.

2.8. Izotermikus kompresszibilitás hőmérsékletfüggése:

κT = − 1
V

∂V
∂p

∣∣∣
T,N

,

κT (T ) =
1

nkBTF

f1/2(z)

f3/2(z)

(
T

TF

)−1

(19)

κT (T ) ≈
3

2nkBTF

[
1− π2

12

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF. (20)

ahol n = N/V .
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9. ábra. Izotermikus kompresszibilitás hőmérsékletfüggése.

2.9. Hőtágulási együttható hőmérsékletfüggése:

αT = 1
V

∂V
∂T

∣∣
p,N

,

αT (T ) =
1

T

(
5

2

f5/2(z)f1/2(z)[
f3/2(z)

]2 − 3

2

)
, (21)

αT (T )TF ≈ π2

2

T

TF

[
1− π2

12

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF. (22)

Magashőmérsékleti közeĺıtésben αklassz
T (T ) = 1/T .
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10. ábra. Hőtágulási együttható hőmérsékletfüggése.
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2.10. Hangsebesség hőmérsékletfüggése:

vhang(T ) =

√
∂p
∂ϱ

∣∣∣
S,N

=
√

V
mN

1
κS
, ahol ϱ = mN/V a tömegsűrűség.

vhang(T )√
kBTF

m

=

√
5f5/2(z)

3f3/2(z)

T

TF

, (23)

vhang(T )√
kBTF

m

≈ π2

2

T

TF

[
1− π2

12

(
T

TF

)2
]
, ha T ≪ TF. (24)
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11. ábra. Hangsebesség hőmérsékletfüggése.
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