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1. A van der Waals-gáz

A van der Waals-gáz állapotegyenlete:

(

p+
an2

V 2

)

(V − bn) = nRT, (1)

ahol n = m/M a gáz mólszáma, és a, illetve b anyagtól függ® állandók. Az 1. táblázatban megadtuk néhány

anyagra az a és b állandókat.

Anyag a (Pa ·m
3/mól

2
) b (m3/mól) Tc (K) pc (MPa) Vc (m

3
)

N2 0.148 0.03913 128.2 3.41 1.17 · 10−4

H2 0.02476 0.02661 33.2 1.30 7.98 · 10−5

Co2 0.3639 0.04267 303.9 7.40 1.28 · 10−4

1. táblázat. Van der Waals-állandók néhány gázra, illetve a megfelel® Tc kritikus h®mérséklet, pc kritikus nyomás

és Vc kritikus térfogat.

A kritikus pontban

∂p

∂V

∣

∣

∣

∣

T=Tc

=
2an2

V 3
−

nRTc

(V − bn)
2
= 0, (2a)

∂2p

∂V 2

∣

∣

∣

∣

T=Tc

= −
6an2

V 4
+

2nRTc

(V − bn)3
= 0. (2b)

Az (1)-(2) egyenletekb®l egyszer¶en adódik:

Vc = 3bn, (3a)

pc =
1

27

a

b2
, (3b)

RTc =
8

27

a

b
. (3)

Az 1. táblázatban megadtuk néhány anyagra a kritikus h®mérsékletet, nyomást és a térfogatot.

Bevezetve a V̂ =
V

Vc
, p̂ =

p

pc
és a T̂ =

T

Tc
dimenziótlan változókat, az (1) egyenlet a következ® alakba írható:

(

p̂+
3

V̂ 2

)

(

3V̂ − 1
)

= 8T̂ . (4)
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Az állapotegyenlet univerzális, minden gázra ugyanaz az állapotegyenlet, nem függ az a és b anyagi állandóktól. Ez
a megfelel® állapotok törvénye. Johannes Diderik van der Waals (1837�1923, Leiden) 1910-ben Nobel-díjat kapott

a gázok és folyadékok állapotegyenletének kidolgozásáért. A továbbiakban élszer¶ ezzel az állapotegyenlettel

számolni. Az 1. ábrán a van der Waals-állapotegyenlet egy tipikus izotermája, illetve a háromdimenziós ábrája

látható.
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1. ábra. (a) A van der Waals-állapotegyenletb®l számolt izoterma (T̂ = 0.9 esetén) a p − V síkon. (b) A van der

Waals-állapotegyenlet háromdimenziós ábrája néhány izotermával. A görbéket a V̂ , p̂ és T̂ dimenziótlan változók

szerint ábrázoltuk.

A kritikus h®mérséklet alatt (T̂ < 1) az izoterma minimuma és maximuma között a gáz mehanikailag instabil.

A kompresszibilitás, (κT = −
1

V

∂V

∂p

∣

∣

∣

∣

T

< 0) negatív. Az izotermának ezt a nem �zikai részét az ún. Maxwell-

konstrukióval távolíthatjuk el. Ez a folyadék- és g®zfázis szeparálodásához vezet.

A Gibbs-poteniál megváltozása dG(T, p) = −SdT + V dp, és ha egy izotermát tekintünk (dT = 0), akkor a
Gibbs-poteniál megváltozása az izoterma két pontja között

G2 −G1 =

∫ p2

p1

V (p)dp, (5)

azaz a 2. ábrán látható V (p) görbe alatti terület.
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2. ábra. A van der Waals-állapotegyenletb®l számolt izoterma a V − p síkon. A DEF szakasz mehanikailag

instabil állapotoknak felelnek meg. Az EFGE és CDEC zárt tartományok területét A1, illetve A2-vel jelöltük. Az

izoterma két pontja között a V (p) görbe alatti terület a Gibbs-poteniál megváltozásával egyenl®. A görbét V̂ és

p̂ dimenziótlan változók szerint ábrázoltuk T̂ = 0.9 izotermán.

Az (5) egyenletben szerepl® integrált legegyszer¶bben úgy számolhatjuk ki, hogy dT = 0 mellett a (4) egyen-

letb®l kapott dp-t

dp̂ =







6

V̂ 3
−

24T̂
(

3V̂ − 1
)2






dV̂ , (6)
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3. ábra. A van der Waals-állapotegyenletb®l számolt Gibbs-poteniál p függvényében rögzített h®mérsékleten (T̂ =
0.9). G értéke egy konstans érték erejéig határozatlan.

beírjuk az (5) egyenletbe, és a V -szerinti integrált elemi úton elvégezzük:

G(T̂ , p̂) ≡ G(T̂ , V̂ (p̂)) =

∫

V̂ dp̂ =

∫

V̂







6

V̂ 3
−

24T̂
(

3V̂ − 1
)2






dV̂ = −

6

V̂
+

8T̂

3
(

3V̂ − 1
) −

8T̂

3
ln
(

3V̂ − 1
)

. (7)

Végül a különböz® V̂ -re (adott T̂ mellett) kiszámolt G-t a (4) egyenlet alapján a V̂ és T̂ értékeib®l számolt p̂ nyomás

függvényében ábrázoljuk. Jegyezzük meg, hogy a teljes Gibbs-poteniál még a fenti kifejezésen kívül tartalmaz egy

additív tagot, ami sak a h®mérséklett®l függ. Ugyanakkor, a további számolásokban ez tag nem játszik szerepet.

Megjegyezzük, hogy a Gibbs-poteniált közvetlenül a G(T, p) = U − TS + pV de�níióból is kiszámolható.

Ehhez sak az entrópiát kell meghatározni. A van der Waals-gáz bels® energiája: U = cV mT −
n2a

V
. Az els® f®tétel

alapján:

TdS = dU + pdV =
∂U

∂T

∣

∣

∣

∣

V

dT +
∂U

∂V

∣

∣

∣

∣

T

dV + pdV =

= cV mdT +
n2a

V 2
dV +

(

nRT

V − bn
−

an2

V 2

)

dV = cV mdT +
nRT

V − bn
dV. (8)

Innen az entrópia:

S = cV m

∫ T

T0

dT ′

T ′
+

∫ V

V0

nR

V ′ − bn
dV ′ = cV m ln

T

T0

+ nR ln
V − bn

bn
+ S0, (9)

ahol T0 egy referenia-h®mérséklet, és a V0 = bn választással az S(T, V ) entrópia extenzív mennyiség lesz, azaz az

S0 már sak az anyagi min®ségt®l függ® állandó. Az entrópia ismeretében a Gibbs-poteniál:

G = U − TS + pV = G0 −
n2a

V
− nRT ln

V − bn

bn
+

(

nRT

V − bn
−

an2

V 2

)

V =

= G0 −
2n2a

V
− nRT ln

V − bn

bn
+

nRTV

V − bn
, (10)

ahol G0 már sak a T h®mérséklett®l függ. Ismét áttérve a dimenziótlan változókra a következ®t kapjuk:

G = G0 +
n

9

a

b

(

−
6

V̂
−

8T̂

3
ln
(

3V̂ − 1
)

+
8T̂ V̂

3V̂ − 1

)

. (11)

Ha a fenti kifejezés utolsó tagját az alábbiak szerint átírjuk:

8T̂ V̂

3V̂ − 1
=

8T̂

3
+

8T̂

3
(

3V̂ − 1
) ,
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akkor a Gibbs-poteniálra kapott kifejezés V̂ -t®l függ® része megegyezik a (7) alakkal.

A 3. ábrán látható a G(T, p) Gibbs-poteniál p-t®l való függése van der Waals-gázra és rögzített h®mérsékleten.

Az ábra alapján világos, hogy a Gibbs-poteniál növekszik, és konkáv függvény az AD, illetve az FI görbéken.

Ugyanakkor a DF görbén sökken, és konvex. A DF görbén az állapotok mehanikailag instabilak hiszen a meha-

nikai stabiltás megköveteli, hogy a Gibbs-poteniál konkáv függvény legyen. Másrészt, sak az ACI görbén lév®

állapotok lehetnek termodinamikai egyensúlyban, mert ezekre az állapotokra lesz a Gibbs-poteniál minimumban.

A FCD görbén lév® állapotok metastabil állapotok. Így egyensúlyi állapotban azok az állapotok lesznek, amelyek

az ACI görbén vannak. A p − V síkon lév® izotermán (lásd a 2. ábrát) a C és G pontok között egy egyenest

kell húznunk (a nyomás állandó). Ez az egyetlen mód, hogy a Gibbs-poteniál állandó maradjon miközben a gáz

állapota a C pontból a G pontba kerül. A 2. ábrán a �zikailag megvalósuló izoterma az ABCEGHI görbe lesz. Az

izotermák fenti megszerkesztéséhez még meg kell határoznunk, hogy hol van a CG egyenes. A C és G pontokban

a Gibbs-poteniál azonos, ezért

0 =

∫ pG

pC

V dp =

∫ pD

pC

V dp+

∫ pE

pD

V dp+

∫ pF

pE

V dp+

∫ pG

pF

V dp, (12)

melyet átrendezve kapjuk, hogy a 2. ábrán jelölt A1 és A2 területek egyenl®ek:

A2 =

∫ pD

pC

V dp−

∫ pD

pE

V dp =

∫ pE

pF

V dp−

∫ pG

pF

V dp = A1. (13)

Ez a nevezetes Maxwell-konstrukió. A folyadék-g®z fázisátalakulásnál a C és G pontokban az anyag g®z, illetve

folyadék fázisban van. A CG egyenesen a két fázis együtt van jelen.

A Maxwell-konstrukió segítségével minden egyes izotermához (T̂ < 1 esetén) meghatározhatjuk a p−V síkon a

VC és VG térfogatokat, és a hozzájuk tartozó nyomást. Célszer¶ a Gibbs-poteniált T és V függvényében számolni

a (7) kifejezés alapján. Ekkor írhatjuk, hogy

G(T̂ , V̂C) = G(T̂ , V̂G), (14a)

p̂(T̂ , V̂C) = p̂(T̂ , V̂G) (14b)

A második egyenlet a nyomások egyenl®ségét fejezi ki, és a (4) egyenletb®l számolhatjuk ki. A fenti két egyenlet

nemlineáris VC és VG-ben, de rögzített T̂ mellett numerikusan könnyen megoldhatjuk. Az eredmény a 4. ábrán

látható. A különböz® h®mérsékleten elvégezve a számolást a kapott izotermákat az 5. ábra mutatja. Az egyes
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4. ábra. A van der Waals-állapotegyenletb®l számolt izoterma T̂ = 0.85 h®mérsékleten. A kétfázisú tartománynál

a nyomás állandó (piros vonal). A Maxwell-konstrukió alapján a p−V görbe és az állandó nyomású vonal közötti

két sra�ozott terület egyenl®. A két fázis térfogata: V̂G = 0.55 és V̂C = 3.13, és a nyomása: p̂ = 0.504. A görbét a

V̂ és p̂ dimenziótlan változók szerint ábrázoltuk.

izotermák C és G végpontjai egy görbét határoznak meg, melyet koegzisztenia görbének neveznek (az 5. ábrán a

kék vonal). A fentiek alapján ábrázolhatjuk a nyomás h®mérsékletfüggését is a kritikus h®mérséklet alatt. Megoldva

a (14a)-(14b) egyenleteket VC -re és VG-re, majd beírva a (14b)-be megkapjuk a nyomás T̂ -t®l való függését. Az

eredmény a 6. ábrán látható. A nyomás monoton növekszik T növelésével egészen a kritikus pontig. Ez a görbe
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5. ábra. A van der Waals-állapotegyenletb®l számolt izotermák a kétfázisú tartománnyal (piros, állandó nyomású

vonalak) és a koegzisztenia görbe (kék vonal) a p − V síkon. A görbéket a V̂ és p̂ dimenziótlan változók szerint

ábrázoltuk, és a h®mérsékletek rendre T̂ = 0.85, 0.9, 0.95, 0.975, 1.0, 1.05, 1.1.
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6. ábra. A folyadék-g®z fázist elválasztó p − T görbe van der Waals-állapotegyenlet alapján. A görbe bal felén a

folyadék, míg a jobb felén a gáz (g®z) fázis van T̂ < 1 esetén. A görbét a p̂ és T̂ dimenziótlan változók szerint

ábrázoltuk.

választja el a folyadék fázist a g®z fázistól a p− T síkon.

A (9) egyenlet alapján a ∆S = S(T, V )− S(Tc, Vc) entrópia a kritikus ponton felvett értékhez viszonyítva:

∆S = S(T, V )− S(Tc, Vc) = cV m ln T̂ + nR ln
3V̂ − 1

2
. (15)

A 7. ábrán a ∆S entrópia h®mérsékletfüggése látható különböz®, de rögzített nyomásértékek mellett. Látható,

hogy minden rögzített nyomásnál p < pc-re az entrópia egy bizonyos h®mérsékleten ugrik. Ennek a h®mérsékletnek

a nyomásfüggését a 6. ábra mutatja. Az ugrás nagysága a folyadék és a gáz fázis entrópiájának különbsége. Az

ábrán az is jól látható, hogy a kritikus h®mérséklethez alulról közeledve az entrópia ugrása sökken, és a kritikus

pontban (T = Tc és p = pc esetén) elt¶nik. Itt az entrópiának in�exiós pontja van függ®leges meredekséggel. A

kritikus h®mérséklet fölött az entrópia folytonos a h®mérséklet függvényében. Az entrópia ugrása jelzi, hogy a

fázisátalakulás els®rend¶. Átalakulás során felszabaduló (vagy a környezett®l elvont) h®, az ún. látens h® arányos

az entrópia ugrásával, azaz L = T0(Sg − Sf ), ahol T0 a fázisátalakulás h®mérséklete, és Sg, Sf a gáz, illetve a

folyadék entrópiája az átalakulási h®mérsékleten. A 8. ábra az L látens h® h®mérsékletfüggését mutatja.

Végül érdemes megvizsgálni, hogy a g®z, illetve folyadék fázis térfogatának különbsége hogyan változik a h®-

mérséklettel. A (14a)-(14b) egyenletek numerikus megoldásából a 9. ábra mutatja az eredményt. Ahogy a h®mér-

séklettel tartunk a kritikus h®mérséklet felé (T < Tc értékek fel®l) a két fázis térfogatkülönbsége zérushoz tart.
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7. ábra. A numerikusan számolt ∆S entrópia (nR egységekben) h®mérsékletfüggése adott nyomásértékek mellett

(p̂ = 0.55, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3). A folytonos (kék) és a szaggatott (piros) vonalak a p < pc-re, illetve

p > pc-re esetekre vonatkoznak. A numerikus számolásnál a fajh®re cV =
3

2

R

M
értéket vettünk.
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8. ábra. A numerikusan számolt L látens h® (pcVc egységekben) h®mérsékletfüggése van der Waals-gázra.

Megmutatható, hogy Tc közelében

V̂C − V̂G = 4ε1/2, (16)

ahol ε = (Tc − T )/Tc. A 9. ábrán ez jól látható. Ugyanakkor, a kísérletek szerint a fenti egyenletben szerepl®

1/2-es kitev® helyett inkább ≈ 1/3 kitev®t �gyeltek meg. A van der Waals-állapotegyenlet kvalitatíve jól írja le az

els®rend¶ fázisátalakulást, de a kritikus pont környékén tapasztalható másodrend¶ fázisátalakulást már nem.

A kísérleti eredmények bemutatásakor gyakran ábrázolják az átalakulás h®mérsékletét a folyadék, illetve a gáz

s¶r¶ségének függvényében. A görbe mutatja a két fázis határát. Ennek a kétfázisú tartománynak a görbéje van

der Waals-gázra a 10. ábrán látható. Legtöbb reális gázra a mérési eredmények viszonylag jól illeszkednek az ábra

görbéjére. Ugyanakkor az eltérések mutatják, hogy a van der Waals-állapotegyenlet is egy közelítés.
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9. ábra. A numerikusan számolt V − T görbe van der Waals-állapotegyenlet alapján (piros görbe). A függ®leges

tengelyen V̂C − V̂G, míg a vízszintes tengelyen az ε = (Tc − T )/Tc van ábrázolva. A függvény közelít® görbéje

(fekete vonal) jól egyezik a numerikusan egzakt eredménnyel 0 ≤ ε ≪ 1 esetén.
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10. ábra. A folyadék és a gáz s¶r¶ségének h®mérsékletfüggése, illetve a kétfázisú tartomány határa.
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2. A Gay-Lussa- és a Joule�Thomson-kísérlet

Reális gázok állapotegyenlete eltér az ideális gáz állapotegyenletét®l. Ezt el®ször a Gay-Lussa-, illetve a Joule�

Thomson-kísérletekben mutatták ki.

2.1. Gay-Lussa-kísérlet

A kísérletben egy adiabatikusan elzárt tartályban lév® gázt az elválasztó fal hirtelen kivételével hagyjuk szabadon

tágulni. Megmutatható, hogy a folyamat irreverzibilis. A gáz bels® energiája nem változik, mert nins munkavégzés

(a környezet nem végez munkát) és h®sere sins (a tartály adiabatikusan elzárt). Az entrópia állapotjelz®, ezért

a megváltozását kiszámíthatjuk reverzibilis folyamatot véve, amelynél a kezd® és a végállapot ugyanaz, mint az

irreverzibilis folyamatnál. Reverzibilis folyamatra dU = TdS − pdV , és ekkor az entrópia megváltozása:

∆S =

∫ V2

V1

∂S

∂V

∣

∣

∣

∣

U

dV, (17)

ahol V1, V2 a gáz térfogata a kezdeti és a végállapotban. Így a következ® deriváltat érdemes kiszámítani:

∂S

∂V

∣

∣

∣

∣

U

= −

∂U
∂V

∣

∣

S
∂U
∂S

∣

∣

V

= −
−p

T
. (18)

Itt felhasználtuk, hogy dU = TdS − pdV . Ez az összefüggés tetsz®leges gázra igaz. Mivel p és T is pozitív, az

entrópia megváltozása ∆S > 0, a folyamat minden gázra irreverzibilis. Ideális gázra:

∆S =

∫ V2

V1

p

T
dV = nR

∫ V2

V1

dV

V
= nR ln

V2

V1

> 0, (19)

Megjegyezzük, hogy a

∂S

∂V

∣

∣

∣

∣

U

deriváltat egyszer¶bben is kiszámíthatjuk, hiszen a dU = TdS−pdV = 0 egyenletb®l

azonnal következik a (18) egyenletben kapott eredmény. Ugyanakkor ez számolás kissé esetlegesnek t¶nik, míg

a (18) egyenletben követett módszer sokkal általánosabb eljárás.

A kísérletben a reális gázok leh¶lnek, míg ideális gázra nem változik a gáz h®mérséklete. Számítsuk ki a gáz

h®mérsékletsökkenését! Ehhez a következ® deriváltat érdemes kiszámítani:

∂T

∂V

∣

∣

∣

∣

U

= −

∂U
∂V

∣

∣

T
∂U
∂T

∣

∣

V

= −
T ∂S

∂V

∣

∣

T
− p

T ∂S
∂T

∣

∣

V

= −

T ∂p
∂T

∣

∣

∣

V
− p

CV
=

= −
1

CV



−T

∂V
∂T

∣

∣

p

∂V
∂p

∣

∣

∣

T

− p



 =
1

CV

(

p+ T
V α

−V κT

)

=
1

CV

(

p− T
α

κT

)

.

A harmadik átalakításnál egy Maxwell-reláiót (−SdT − pdV ) alkalmaztunk. Ideális gáz esetén α =
1

T
és κT =

1

p
,

így a fenti derivált értéke zérus. Van der Waals gáznál élszer¶ a harmadik átalakításnál kapott kifejezésb®l

kiindulni:

∂T

∂V

∣

∣

∣

∣

U

=
p− T ∂p

∂T

∣

∣

∣

V

CV
.

A gáz nyomása az (1) egyenlet szerint p =
nRT

V − bn
−

an2

V 2
, így

∂p

∂T

∣

∣

∣

∣

V

=
nR

V − bn
. Ezt behelyettesítve a fenti

kifejezésbe:

∂T

∂V

∣

∣

∣

∣

U

= −
an2

V 2CV
. (20)

A fenti derivált értéke szabad tágulásra negatív, és így a Gay-Lussa-kísérletben a van der Waals-gáz h®mérséklete

sökken. Ha a gáz térfogata V1-r®l V2-re változik, akkor a (20) egyenlet alapján:

∆T = T2 − T1 =

∫ V2

V1

∂T

∂V

∣

∣

∣

∣

U

dV = −
an2

CV

∫ V2

V1

dV

V 2
=

an2

CV

(

1

V2

−
1

V1

)

< 0,

ha V2 > V1. Ezt egyszer¶bben is megkaphatjuk a van der Waals-gáz bels®energia U = CV T −
an2

V
képletéb®l,

ugyanis ∆U = 0, és így CV T2 −
an2

V2

−

(

CV T1 −
an2

V1

)

= 0, amib®l a fenti eredmény már következik.
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2.2. Joule�Thomson-kísérlet

A kísérletben egy porózus fal két oldalán egy-egy dugattyút mozgatunk úgy, hogy a nyomás állandó p1 és p2 marad-

jon, és közben a porózus falon keresztül a gáz lassan átáramlik a nagyobb nyomású (p1) oldalról a kisebb nyomású

(p2 < p1) oldalra. Az egész rendszer adiabatikusan el van zárva. Hasonlóan a Gay-Lussa-kísérlethez ideális gáz-

ra a Joule�Thomson-kísérletben sins h®mérsékletváltozás, de reális gázokra a gáz h®mérsékletét®l függ®en a gáz

melegedhet, illetve h¶lhet a kísérletben. A h¶tési e�ektust a gázok seppfolyósítására is alkalmazzák.

Megmutatjuk, hogy a folyamatban a H(S, p) entalpia állandó. Legyen a gáz nyomása és térfogata kezdetben p1
és V1, míg a végállapotban p2 és V2! A küls® er®k munkája W = −p2V2 − (−p1V1) = p1V1 − p2V2, a h®sere zérus,

és így

U2 − U1 = p1V1 − p2V2, (21)

azaz a H = U + pV entalpia a kezd® és végállapotban azonos.

Megmutatjuk, hogy ez a folyamat is irreverzibilis. Az entrópia megváltozásának kiszámításához ismét tekinthe-

tünk egy olyan reverzibilis folyamatot, amelynél a kezd® és végállapot ugyanaz, mint az irreverzibilis folyamatnál.

Ekkor dH = TdS + V dp, és így az entrópia megváltozása:

∆S =

∫ p2

p1

∂S

∂p

∣

∣

∣

∣

H

dp. (22)

Így a következ® deriváltat érdemes kiszámítani:

∂S

∂p

∣

∣

∣

∣

H

= −

∂H
∂p

∣

∣

∣

S
∂H
∂S

∣

∣

p

= −
V

T
. (23)

Itt felhasználtuk, hogy dH = TdS + V dp. Ez az összefüggés tetsz®leges gázra igaz. Mivel V és T is pozitív, de

dp = p2 − p1 < 0, az entrópia megváltozása ∆S > 0, a folyamat minden gázra irreverzibilis. Ideális gázra:

∆S = −

∫ p2

p1

V

T
dV = −nR

∫ p2

p1

dp

p
= −nR ln

p2
p1

> 0, (24)

Megjegyezzük, hogy a

∂S

∂p

∣

∣

∣

∣

H

deriváltat egyszer¶bben is kiszámíthatjuk, hiszen a dH = TdS+V dp = 0 egyenletb®l

azonnal következik a (23) egyenletben kapott eredmény. Ugyanakkor ez számolás kissé esetlegesnek t¶nik, míg

a (23) egyenletben követett módszer sokkal általánosabb eljárás.

Ismét számítsuk ki a gáz h®mérsékletváltozását! Ehhez a h®mérséklet p szerinti deriváltját állandó H entalpia

mellett érdemes kiszámítani. Felhasználva az entalpia dH(S, p) = TdS + V dp teljes derivált alakját, egyszer¶

átalakítással adódik a Joule�Thomson-együtthatóra:

∂T

∂p

∣

∣

∣

∣

H

= −

∂H
∂p

∣

∣

∣

T
∂H
∂T

∣

∣

p

= −

T ∂S
∂p

∣

∣

∣

T
+ V

T ∂S
∂T

∣

∣

p

= −
−T ∂V

∂T

∣

∣

p
+ V

Cp
=

V

Cp
(Tα− 1) , (25)

ahol α =
1

V

∂V

∂T

∣

∣

∣

∣

p

a térfogati h®tágulási együttható. Ideális gáz esetén α =
1

T
, és így a kérdéses derivált értéke

zérus. Reális gázokra a derivált el®jele határozza meg, hogy a Joule�Thomson-kísérletben a berendezés h¶t vagy

f¶t. A tapasztalat szerint ez az el®jel a gáz h®mérsékletét®l és a nyomásától függ. Adott nyomás mellett, ha a gáz

h®mérséklete kisebb egy bizonyos, ún. inverziós h®mérsékletnél, akkor a gáz a folyamat során h¶lni fog.

Határozzuk meg az inverziós h®mérsékletet van der Waals-gázra! A (25) egyenlet szerint ki kell számolni az α
h®tágulási együtthatót. A dimenziótlanított (4) egyenlet alapján érdemes számolni. Ha lederiváljuk a (4) egyenlet

mindkét oldalát T̂ szerint állandó p nyomás mellett, akkor a

∂V̂

∂T̂

∣

∣

∣

∣

∣

p̂

derivált könnyen meghatározható:

∂V̂

∂T̂

∣

∣

∣

∣

∣

p̂

=
8

−
6

V̂ 3

(

3V̂ − 1
)

+ 3
(

p̂+ 3

V̂ 2

) . (26)

A Ti = T̂iTc inverziós h®mérsékletnél a Joule�Thomson-együttható zérus, ezért a (25) egyenletben az utolsó el®tti

egyenl®ségb®l következik, hogy

∂V̂

∂T̂

∣

∣

∣

∣

∣

p̂

=
V̂

T̂i

. (27)

9



Ebb®l az egyenletb®l a következ® módon határozható meg a Ti inverziós h®mérséklet. A fenti egyenletbe beírva

a (26) egyenlet jobb oldalát, illetve a p̂ nyomást a (4) egyenletb®l a következ® egyenletet kapjuk:

8T̂i

V̂
= −

6

V̂ 3

(

3V̂ − 1
)

+
24T̂i

3V̂ − 1
.

A fenti egyenletet megoldása a T̂i dimenziótlan inverziós h®mérsékletre:

T̂i =
2
(

3V̂ − 1
)2

4V̂ 2
=

27

4

(

1−
1

3V̂

)2

. (28)

Ezt az alakot beírva a (4) állapotegyenletbe a következ®t kapjuk:

(

p̂+
3

V̂ 2

)

(

3V̂ − 1
)

= 8
27

4

(

1−
1

3V̂

)2

.

Az egyenletet mindkét oldalát elosztva 3V̂ − 1-gyel a kapott egyenlet 1/V̂ -ben másodfokú egyenletre vezet:

p̂+
3

V̂ 2
= 6

3V̂ − 1

V̂ 2
,

melynek a �zikailag reális megoldása:

1

V̂
= 1−

√

1− p̂/9.

Jegyezzük meg, hogy ez az egyenlet sak az inverziós pontban érvényes. A gyakorlatban az inverziós h®mérséklet

nyomásfüggését mérik. Ezt a fentiek alapján könnyen megkaphatjuk, ha 1/V̂ -t beírjuk a (28) egyenletbe:

T̂i =
1

12

(

6 +
√

9− p̂
)2

. (29)

Az eredményt a fázisátalakulásoknál megszokott p − T diagrammon szokás ábrázolni. A függvény inverzét is

könnyen meghatározhatjuk:

p̂ = 3

(

8

√

3T̂i − 4T̂i − 9

)

, (30)

vagy visszatérve a p = p̂ pc és T = T̂ Tc �zikai változókra:

p =
2

b

√

2aRTi

b
−

3

2

RTi

b
−

a

b2
. (31)

A 11. ábrán látható a gáz nyomása az inverziós h®mérséklet függvényében, illetve a korábban van der Waals-gázra

számolt p−T fázisgörbe (lásd a 9. ábrát). Ha T > Ti, akkor a Joule�Thomson-együttható negatív, azaz

∂T

∂p

∣

∣

∣

∣

H

< 0,

míg ha T < Ti, akkor
∂T

∂p

∣

∣

∣

∣

H

> 0. A p− Ti inverziós görbe alatti részen a gáz h¶l (a kísérletben ∆p = p2 − p1 < 0,

ezért h¶tés akkor fordul el®, ha a Joule�Thomson-együttható pozitív), míg a görbe fölött melegszik a gáz.

Zérus nyomáson az inverziós h®mérséklet legkisebb és legnagyobb értéke: Ti = 3Tc/4, illetve Ti = 27Tc/4. A p−
Ti inverziós görbe maximuma T̂i,max = 3Tc-nél van, és ennél a h®mérsékletnél p̂max = 9pc. Ha a gázt más módszerrel

kell®en leh¶töttük, úgy hogy a h®mérséklete kisebb az adott nyomáshoz tartozó Ti inverziós h®mérsékletnél (a 6.

ábrán a K pont), és a nyomása kisebb a kritikus pc nyomásnál, akkor a Joule�Thomson-folyamattal a K pontból (p
állandó) eljuthatunk a p−T fázisgörbéig, ahol a gáz seppfolyósódik. Ez az alapelve a Joule�Thomson-berendezéssel

való seppfolyósításnak. A mérések szerint az inverziós h®mérséklet kis nyomásokon jelent®sen eltér a van der Waals

gáz alapján kapott értékt®l. Például p = 1 bar = 105 Pa nyomáson N2-re a mérésb®l Ti = 621 K, míg a fentiekb®l

a van der Waals-modellel 865 K adódik. Jobb az egyezés H2-re, mérés szerint Ti = 205 K, míg a modellb®l 223 K-t
kapunk. Széndioxidra (CO2) viszont tökéletes az egyezés, Ti = 2050 K. Léteznek a van der Waals-állapotegyenlett®l

eltér® közelít® állapotegyenletek, melyek a gáz bizonyos állapotait jobban közelítik.

Végül megjegyezzük, hogy a Joule�Thomson-e�ektus komoly bajt is okozhat. Nagy nyomásra összes¶rített

H2 gáz, melynek alasony az inverziós h®mérséklete, könnyen begyulladhat, ha a tartály megsérül, és a keletkez®

kis lyukon a gáz kiszivárog. Ugyanis, ha T > Ti, akkor
∂T

∂p

∣

∣

∣

∣

H

< 0, ezért ∆p < 0 esetben ∆T > 0. A Joule�

Thomson-e�ektus miatt a gáz felmelegszik, és a 2H2+O2 → 2H2O reakió során felszabaduló energia robbanáshoz

vezet.
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11. ábra. A p − Ti inverziós görbe (kék vonal) és a 6. ábrán látható p − T fázisgörbe (piros vonal). Az inverziós

görbe alatti részen a gáz h¶l, míg fölötte melegszik. A gáz a h¶tés el®tt a K pontban van. A görbét a p̂ és T̂
dimenziótlan változók szerint ábrázoltuk.
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