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Az idealis Fermi-gaz termodinamikai mennyiségei
Kiegészités I11. éves BsC fizikusok szamdra

Cserti Jézsef
Eotvos Lordnd Tudoményegyetem,
Komplex Rendszerek Fizikéja Tanszék

2017. marcius

1. Néhany alapvet6 formula

1.1. Fermi-Dirac integral:

T 2= 1d:v
Je 1
(= T (s) / lev + (1)
0
=1
=3, T (2)
k=1
A f5(2) fiiggvényt az irodalomban ismert polylogaritmus fiiggvénnyel kifejezhetjiik (Polylogarithm function):
fs(z) = =Lis(—z), ahol (3)
i = 2 Pl A
zs(z)—;ks +—+§+ (4)

2. A fs(z) fiiggvény:

1. dbra. A f;(z) fuggvények.



2. Termodinamikai mennyiségek h6mérsékletfiiggése

Az aldbbiakban az IV részecskeszdm rogzitett. A szdmoldsok részletei hasonldak, mint amelyeket a
Bose-gdzra végeztiink az eléadas jegyzetben az Appendix A-ban. A tovébbiakban sziikségiink lesz a
hémeérséklet és a kémiai potencidl kapcsolatéra:

2/3
T%%PT:%%) , ahol z = e és0 < 2z < 0. (5)

2.1. A kémiai potenciil hémérsékletfiiggése:

n T
T Te n(z), (6)
w2 [ T\?
Hisz =~ Ep |1 — B <i:> , ha T <« Tf, (7)

ahol Er = kgTr a Fermi-energia.

— M) ~1-Z8, T < Tr|]

2. dbra. A kémiai potencidl hémérsékletfiiggése.

2.2. Az energia homérsékletfiiggése:

f5/2(2) 3 T f5/2(z)
E(T)==NkgT = = — NkpTyp — ; 8
@ i f3/2(z) 2 B FTF f3/2(z) ( )
3 572 (T2
5 R — — | = ha T <« Tx. 9
Ekoz 5EF 1+ 192 <TF> , Nla < F ( )




2.0

E
VhsTe 15

1.0

0.5

0.2 0.4 0.6

tZT/TF

3. 4bra. Az energia h6mérsékletfiiggése.

2.3. Az entrépia hémérsékletfiiggése:

5= EL%_LN = %% — NkgIn z, innen kapjuk

S(T) 5 fs/g(z
== —In(z2), 10
Skaz 7T2 T
— —, ha T« Tp. 11
NkB 2 TF7 a i ( )
O s e e e
B T UL SO SRRSO <o WO
L e T e AN, N &
S(T)
kpTy
NS ) O RN SRR S . SRS S S )
L0 freemmmmmmmmmenee e I e e e
R D T SRR S ,_, S(T) gﬂ;t, T< TF-_
. — S(T)
0.0 : : : ! .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t=T/Tr

4. dbra. Az entrépia hémérsékletfiiggése.



2.4. Allandé térfogaton vett fajhé hémérsékletfiiggése:

Cv(T) _ 15 for2(2) _ 9 fa2(2) (12)
Nkg 4 faa(2) 4 fr2(2)’
2 T
Cv(T) ~ _Nk'B——: haT<<TF. (13)
2 Tr
Tl b ................... —TT ]
12k f ff »' .........................
10bf S, S N S
Oy f : f f
Nkg 0.8Fcbfreeainns .........................
volf T e ]
— Cy(T)
04b-Jie. ......... . CMlow(t) ~ %zt o
117)|3 SESES IR N 3 t3/2
--- Cvnign(t) =5 — 17=
000 05 o s 20 2.5

t=T/Tx
5. 4bra. Allandé térfogaton vett fajhé hémérsékletfiiggése.

2.5. Az allandé nyomason vett fajh6 hémérsékletfiiggése:

Co(T) _ 25 [fsp(2)] fio(2) 15 fspa(2)
-1 3 - ) (14)
Nks 4 [fyn(2)] 4 faa(2)
2 2 2
Cp(T) = %NkBTzF 1+% (%) , haT < Tp. (15)




2.5

6. dbra. Allandé nyoméson vett fajhé hémérsékletfiiggése.

2.6. g—"j hoémérsékletfiiggése:

Cp 5 f5p2(2) f1/2(2)

Gy _ 5 fople)fin(z) (16)
Cv 3 [fs/z(z)}2

Cp N 72 [ T\?

C_VN1+§<T—F> , ha T <« Tx. (17)

%

(05 eu— ............... ............... , —
- P
(17 1| ISRERER—— T fenene e 3
: 5 t—3/2
() Rm— e e T ;. ~ 2 -
s : : o= 3 ( 3\/277)
0.0 i i i i . ; i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t=T/Ty

7. dbra. g2 hémérsékletfiiggése.
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2.7. Adiabatikus kompresszibilitas hémérsékletfiiggése:

_ 1 8V
RS =7V g n
1 3 z T\
ks(T) = _ 1 3fsp(?) (_> (18)
nkgTy 5fs52(2) \Tr
3 572 (T \2
T) ~ - | = ha T i
rs(T) ™ o 12 <TF> y BB e s
ahol n = N/V.

TAE-N oo e A—— Iis(T)

i B0E Ert | T Ry e N o—o K:SIOW%%<1_517;2t2>

1.0 F oo N === HKShigh = 5
@ 0.8 Fweeeeeeeeee b N .............................................................
= :
/Q 57 ORI SIS~ SNSRI EOS— O SRS SN IS
=y .
€ s 5

04 b . S e SE S

0.2k e . J—

095 05 10 15 20 25 3.0 35

b =T)Te

8. abra. Adiabatikus kompresszibilitds homérsékletfiiggése.

2.8. Izotermikus kompresszibilitas hémérsékletfiiggése:

wr == %_Z TN’
1 fl/z(Z) T -t
_ il 20
rr(T) nkgTr f3/2(2) \Tr (20)
3 72 [ T\?
2 1—— (= ha T« T; 21
(M) ™ oo 1 (TF> e 2L

ahol n = N/V.



9. dbra. Izotermikus kompresszibilitds hémérsékletfiiggése.

2.9. Hétagulasi egylitthaté hémérsékletfiiggése:

— 1 8V
AT =V 3T lpno

ar(T) = =

1 (5 f572(2) f12(2) 3)
2 [fap]” 2]

2 2 2
P T [1—7r—<T>J,haT<<TF.

5 P 12 \ T

Magash6mérsékleti kézelitésben otes?(T) = 1/T.

aT(T) n/cBTp

10. &bra. Hétdgulasi egyiitthaté hémérsékletfiiggése.

(22)

(23)



2.10. Hangsebesség hémérsékletfiiggése:

Vhang(T') = 4/ g—’; a5 \/ 7 s> ahol 0 =mN/V a tomegstirliség.

vhang(T) _ 5f5/2(z)

T

[ixTe  \ 3f32(2) T¢’
Uhang(T) -~ 7T2 T
kTe 2 TF

m

2.0

w2 (T\*

g
e
ke
(88
~2
=
al .
= . 52,2
S e o Vhanglow ~ 75 (1 + Q_Zt
= :
< 5t 1 51
- == Uhanghigh ~ \/; TVt
0.0 I 1 :
0.0 0.5 1.0 1.5

t=T/Ty

11. dbra. Hangsebesség homérsékletfiiggése.

3. Irodalom:

2.0

1. R. K. Pathria: Statistical Mechanics, 2nd Edition, 1996, Bunerworth-Heinemann Linacre House

2. Linda E. Reichl: A Modern Course in Statistical Physics 2rd Edition

3. Franz Schwabl: Statistical Mechanics, 2000, Springer-Verlag, Berlin

. 1998, Wiley-VCH

4. K. Huang: Statistical Mechanics, 2nd Edition, 1987, John Wiley & Sons
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Az idealis Bose-gaz termodinamikai mennyiségei
Kiegészités I11. éves BsC fizikusok szamdra

Cserti Jozsef
Eotvos Lorand Tudomanyegyetem,
Komplex Rendszerek Fizikdja Tanszék

2016. februéar

1. Néhany alapvet6 formula

1.1. Bose-Einstein integral:

0 = 17 [ T )
=Y i [ ST - e )

A gs(z) fiiggvényt az irodalomban polylogaritmus fiiggvénynek (Polylogarithm function) is nevezik,
és a jelolése: Lig(2):

gs(z)ELis(s):gZ—§:z+;—j+§—j+... 3)
maV) =6 (3) ma =< (3). (@)
%: (iz;zgi§)2/3, ahol z = P4 650 < 7 < 1. (5)
1.2. A g4(z) fiiggvény:
: — ﬂ:z/;(w
o SRS

— 2.0p

3/2(2), 9522

.
-
-
-

g 10}

-
Pr e
-
-
-
==

0.5

0.0 . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1. dbra. A g4(2) fiiggvények.


https://en.wikipedia.org/wiki/Polylogarithm

2. Termodinamikai mennyiségek homérsékletfiiggése

Az aldbbiakban az N részecskeszam rogzitett. A szamolasok részletei az Appendix A-ban taldlhatok.

2.1. A kémiai potencial homérsékletfiiggése:

W T

T T ) (6)

ukézz_<ic\(/%;>2(%_1)2, haT > Th. (1)

0 o —_ o, T>T, |
- H, T< T‘r:
o [z, T > E:
1tk
u(T)
kpTe o} :
_3}
4|
-5 ! 1 ! ! ! !
0.0 0.5 1.0 1.5 2.5 3.0 3.5 4.0

2.0
T/T,
2. abra. A kémiai potencial hémérsékletfiiggése.

2.2. Az energia homérsékletfiiggése:

INkeT. (£) 228, T>T,

Te 93/2(3)’
E(T) = A (8)

3
INkT (£) LB T<T

6

5 L

E
NkgT. 4|

3

21

1}

N i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

T/T.

3. dbra. Az energia homérsékletfiiggése.



2.3. Izotermak:

NkgT 95/2(%)
Vg V>V,

p(V) = , ahol (9)
po="5((5/2), V<V,

h és Ve _ A7
V2rmksT N ((5/2)

a termikus de Broigle-hulldmhossz és a kritikus térfogat. Ha V' < V., akkor p nem fiigg V-tdl, ekkor
po ~ T%?. Adiabata egyenlete: p,V>’* = llandé.

Ap =

(10)

— nV), T>T.

D02 90k cecacaax — p(V), T>T. ||
: == pa(V), T<T.
p A - pnz(v) T < Tp
15F AN e poV?3 =const ||
Por 1
0.5}
0.0

2.4. p— T diagram:

T 9g5/2(2)
) NkoT, (£) 225, T>T,
pV ==-FE= (11)
s NkeT, (2" e p o,
Bleln) <oy e
3.0
251
20l elérhetetlen tartomany
pV
NkgT, Bose — géz
15f
1o}
0.5} : — PV, T>T.|]
'¢" === pV; T<Tc
0.0 ==7 - i ! ! ! !
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35
T/T.

5. dbra. p — T" diagram.



2.5. Az entrépia homérsékletfiiggése:

— E4pV—pN _ 5 E _
S = = =37 — Nkglnz,

S(T) 2 g3/2(2)

- (12)
Nkp 5 ¢5/2) (1\Y?
s (£) . T<T
4.0
3.5
3.0}
S 2.5
Nkp
2.0}
15}
10} ]
R — S, T>T.
osp e S T<T|
ookes” i ‘ ‘ ‘ ; ;
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 10
T/T,
6. abra. Az entrépia hémérsékletfiiggése.
2.6. Allandé térfogaton vett fajhé homérsékletfiggése:
15 95/2(2) _ 9 93/2(2)
C’V(T) 4 g3/2(2) 4 g1/2(2)’ T>1e, (13)
Nks | 15 cor2) (2)". <z
4 ¢(3/2) \Te ’ ¢
15¢(65/2)
2.0 : e 1.926
13
,'\
v
15 e e PR ]
Nkp !
'
.
1.0+ ,l
/;
l' _ CV7 T > TC
05r o« --- Cy, T<T.|]
,' ........ C%}lassz
A : : ‘ : :
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 10

T/T.

7. dbra. Alland6 térfogaton vett fajho homérsékletfiiggése.



oCy (T)

2.7.

homérsékletfiiggése:

oT
Nkg [ 45 95/2(2) 9 93/2(2) 27 [93/2(2)]2971/2(2)
(9CV<T) _ T ( 8 g3/2(2) 4 g1/2(2) 8 [91/2(z)]3 5 T > Tc7 (14)
or Nkg 45¢(5/2) (17 \"?
T. 5C(3/2) <T> ) <l
oC oC 27 Nk 3\1° Nk
- - = =2 B (2)] ~3.666 ——. (15)
O |pg o OT |pip.o 167 T, 2 T.
‘ ( (‘ _‘ dey (T) ‘T T.
--------- sATTTTmmemeeeeo L D Ty
2t ',"
° 1+ l’
== R
0
R L I
“ho 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 1.0
T/T,
8. abra. %T(T) hoémérsékletfiiggése.
2.8. Az alland6 nyomason vett fajhé homérsékletfiggése:
2
C,(T 25 z z 15 z
(T) 25 [al ) 0) 15 000) ”
NkB 4 |:g3/2<z):| 4 g3/2(2)
10 ; : : :
— C,, T>T,
sl L C}l){lassz
c,
Nkg
5
P e e L
2r
0.0 05 0 15 2.0 25 3.0 35 10
T/T.

9. 4bra. Allandé nyomason vett fajhé homérsékletfiiggése.

Megjegyzés: T < T, esetén a c, fajhd nincs értelmezve, mert ekkor p =allando, és igy T' = 4llando.



2.9. Adiabatikus kompresszibilitas homérsékletfiiggése:

_ 1 v
5= G
3gs/2(2) ()"
1 595/2(2) (Tc> T'>T,
ks(T) = pr i DD (17)
5(5/2) (T> , T <o
aholn = N/V.
— Kg, T> 71‘
e ks, T<T,|
;‘d\
q
<
S
-
E
€
3¢(3/2)
s~ LT
55 30 35 40
10. abra. Adiabatikus kompresszibilitas hémérsékletfiiggése.
2.10. Izotermikus kompresszibilitas homérsékletfiggése:
_ _1 v
"TETV oy
1 91/2(2)
kr(T) = , T>T.,. 18
( nkgT gs/2(2) (18)
ahol n = N/V.
10 T T
—_— kp, T >T,
ol o ﬁl%lassz
.o 6
8
<
~ 4
§
| Kvl%lassa
[(]).() ()15 1?() 115 21[) 215 310 315 4.0

11. abra. Izotermikus kompresszibilitas homérsékletfiiggése.

Megjegyzés: T < T, esetén a c, fajhd nincs értelmezve, mert ekkor p =allando, és igy T' = 4llando.



2.11. Hotagulasi egyiitthaté homérsékletfiiggése:

_ 1 ov
AT =V 3T Ip.N>

orn =1 (320 ). 7o

Magashémérsékleti kozelitésben afess?(T) = 1/T.
Megjegyzés: T < T, esetén a c, fajhd nincs értelmezve, mert ekkor p =allando, és igy T' = allandé.

3.0

-— ar, T>71

2.5

klassz
QT

2.0F

arT;

1.0f

0.5

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

12. abra. Hotagulasi egytitthaté homérsékletfiiggése.

2.12. g—"; homérsékletfiiggése:

C 5 z z
Gy _ 5 g5 )91/2g )7 TST. (20)
Cv 3 [ggpa(2)]
6 - -
Cy
_ SrsT
4,
Cp
o
3,
5 2f
T R S L L L L LT T
1}
%.0 015 1?0 115 210 215 310 315 4.0
T/T.

13. abra. g—“; hémérsékletfiiggése.

Megjegyzés: T < T esetén a c, fajho nincs értelmezve, mert ekkor p =allando, és igy T' = dllandé.



2.13. Hangsebesség homérsékletfiiggése:

Vhang (1) = 4/ g—g o \ o é, ahol o = mN/V a tomegsiiriiség.

5g95/2(2) T
Vhang (1) 3gs/2(2) T’ r'>T,
Uhang\ L) _ (21)

[kpTe 5¢5/2) ((1\"?

250 =— Uhang T > Tc
=== Uhang, T< CF(:
2.0F :
u(T)
w/kBTp .
S
5¢(5/2)
Lol S~ 0.925
.......... o
e =
o
.
0.5} e
R
’
’
¢" :
00 ! 1 ! ! ! ! !
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

T/T.

14. dbra. Hangsebesség homérsékletfiiggése.

3. Irodalom:
1. R. K. Pathria: Statistical Mechanics, 2nd Edition, 1996, Bunerworth-Heinemann Linacre House
2. Linda E. Reichl: A Modern Course in Statistical Physics 2rd Edition, 1998, Wiley-VCH
3. Franz Schwabl: Statistical Mechanics, 2000, Springer-Verlag, Berlin
4. K. Huang: Statistical Mechanics, 2nd Edition, 1987, John Wiley & Sons
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